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研究ノート
凹生産関数と双対性
，神
?
郎
経済学で使用される生産関数は一般的な形が取られるが，その実，凹関数である場合が
殆んどである。ここでは始めから，そのように限定して意味ある定理を導く事にしたい．
1. クーン＝タッカーの条件と生産関数
ここで産出物は1種類，投入物は l種類であると仮定し， joint productionを除外す
る。産出物を Xoとし投入ベク トルを X=〔Xi,X2, …，功〕で示せば生産関数 fは
“゜:S::f(x) (1) 
となる。 R甲が l+l次元空間の非負象限を示すものとすれば，生産可能集合 Yは
Y={(Xo, x)ER1:l:1lx゜::;:/(x)} (2) 
で示される。また産出物価格は Poであり，投入物価格ベクトルは p=〔Pi,P2, …，Pr)で
あって (Po,p)ER位であるとする。ここで R因は l+l次元空間の正象限である。
企業者は利潤の最大化を求めて生産を行うものとすれば，その解は次の非線形計画をとく
事によって得られる。
max 
(:ro, ,c)ERl+I 
＋ 
s.t. 
I 
PoXoーエP;X;
i=l 
x。::;:f(x)
??
??
仮定1
f:R~ —→R は記の上で連続であり，記＋の上で C2 であって， f(O)=O である。
X の定義域が R~ ではなくて m+となるのはエ=0では左側微分が存在しないから
である。
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仮定2
臼悶に対して,f,-(x)>O(i=l, 2, …，!)となる。ただし/;=*である。
仮定3
fは強凹関数である。
Xo 
0 .r I 
?
これらの仮定から，投入物が 1種類の場合，生産関数は「えのようになる。 (3拭；の制約条
件に，必要な大きさの X を投入すれば，仮定2により
f(x)>o (41 
とする事ができるから， constraintqualificationを131式は満足している事になる。した
がって13)式の解はクーン＝タッカーの条件を満足していなければならない。すなわち Lが
ラグランジュ関数， x*, ,l*を解であるとするならば， 次の条件を満足しなければならな
い。ただし Aはラグランジュ乗数である。すなわち
L=PoXo一L'.P;x;+え〔f(x)ー ズo〕
f(x)-xo=g(x)::C:O 
とおけば
(I) L(x*, 入*)::C:L(x,入*) V-xミJRド
(II) 入*:2:0
42 
??
??
(II) 入*g(x*)=O
(IV) g(x*) :?'.:O 
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(K-T) 
ここで fは C2であると仮定したから， (I)は次の条件に置きかえる事ができる。
(I') 
aL(x*, 入＊）
ax; 
-=O i=l, 2, ・・, / 
fが凹関数であるから利潤関数
冗=PoXo-L功P;
も凹関数となる。この場合クーン＝タッカーの条件は次のように簡単にしうる。
(I') 
8L(x*,).*) 
釦i
=O i=l, 2, ・・, I 
(II') 入*>D
(II') f(x)-x0=0 
l (K-T') 
仮定4
¥(Po, p)ElR幻に対して，生産問題(31式は少なくとも 1つの最適解を持つ。
補助定理1
生室問題(3)式には高々 1つの最適が存在する。 ▲ 
〔証明〕
結論を否定して（ぷ， xi)と (x。2,Xりの 2つの解があり， (x計，か）=/=(x社， xりであ
ると仮定する。最大利潤を保証する産出量と投入量であるから，どちらの場合でも同じ額
の利潤を生み出す筈である。したがって
Poが一工P;対=Poが一:EP江;2
となる。また (K-T')を最適解は満足していなければならないから
f(xりーが=O
f(x2)-x託=O
となる。ぶ:j=x2でfは強凹関数であるから
f〔入ぶ+(1-.l)ぷ〕>V(x1)+(1-.t)f(xり=.lx計+(1-.l)x。2
ただし .lE(O,1) 
(6) 
(7) 
不等号が strictlyなものになっているから， 十分に小さな f>oに対して， X。＝入Xo1+
43 
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(1-,l)が， エ=,lxI+(l-.l)xzである場合
Pa:xaー エP凶 =.l〔Pox。1ー エP;が）+(1-.l) 〔Pa:x。2-1:;p;が〕十Par
=Pax。I_エP;が +Por>Poが一工P;が
が成立する。（村，ギ）と (:x。2ぷ）で利潤が最大化されると仮定したが，それよりも利潤
が大きくなる (:xo,x)が存在するのが明らかとなった。これは矛盾である。したがって，
最大利潤を保証する投入ベクトルは高々 1つしか存在しないのである。 D 
これと仮定4とを考え合わせると，最大利潤を保証する生産ベクトルは唯だ1つだけで
あるのがわかる。したがって供給は対応ではなくて関数となる。
補助定理2(ホリテングの定理）
利潤関数 rr(Po,P)対して，次の関係が成立する。
8冗
(i) -=x。*(Po,P), ¥(Po, p)E~ 
8Pa 
8冗
(ii) -=一x;*(Po,p), i= 1, 2, …, l; ¥(Po, p)ER~ 吐ap; 
〔証明〕
包絡線定理（〔8〕p. 191)から直ちに導きうる。
A 
?
ここで包絡線定理を使用するのはバラメーター (Po,P)の変化の影響を考察している
からである。
定理1
利潤関数冗：RfJ---+Rは強凸である。 A 
〔証明〕
(Po', Pりに対して生産ベクトル (x。',x')が対応し， (Pa2, Pりに対しては (x託， x2)
が対応しているものとする。上に証明したように (Po,P)に対して最大利潤を保証する
生産ベクトルは，ただ1つに限られている。したがって入E(O,1)に対して
p= ,lp1 + (1-,l)p2 
p. に対応する生産ベクトルを X とおけば
44 
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冗(p)=l〔Po1Xo-EP心；〕+(1-l) 〔Pa2xo-EP占；〕
<l 〔Po1が一EP心占+(1-l)〔Po2X託ー EP;2が〕
＝社(pり+(1-l)冗(pり
したがって冗は強凸である。
また強凸であれば冗のヘッシャンは半正値定符号とならねばならない 」世~ •• ゜8P;8P・=冗,11 
とすれば，冗のヘッシャン Hは
紐。＊加。＊釦。＊. 冗0冗01・・冗0/ ap。 8P1 ap, 
a功＊ 釦り* ax1* 
H= 
冗10冗11・・冗1/ . ap。 8P1 ap, 
冗/0冗/1"'冗I 8功* a功* a功＊. 
ap。 8P1 ap, 
半正値定符号であるから，この行列は次の条件を満足している。
すなわち
(i) 冗;;~O
(ii) H の K次主座小行列式 (k=l,2, …， l)は全て非負である。
8約＊
ap。~o . 
となるから，産出物価格の上昇は，その産出量を増加させる。また
ax;* 
ap; :s.o (i= 1.2, …， l) 
となるから，投入物価格の上昇は，その需要量を減少させる。
(5)式の L関数を X;(i=O, 1, …， l)で偏微分すると
aL 
Po-.l=O ＝ aズo
aL 
ax; -=-P叶 ,tf,心）=O, i=1, 2, …, l 
したがって
Poふ(x)=P; i=1, 2, …, l 
(8) 
(9) 
(10) 
af ただし f;=―—である。ここで全ての価格が t>o 倍となったとすればラグランジャンはax; 
L=tP。X。―tI:;P;x;+.t〔f(x)-Xo〕・
となる。
45 
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aL 
-=tPo-l=O 釦。
晶＝一加十V, ） =O 
tpふ(x)=tP;
Pふ（エ）=P; i=l, 2, …， l 
となる。したがって供給関数は
幼*(tP。,tp)=x。*(Po,p) 
となり，投入物に対する需要関数は
功*(tP。,tp)=x;*(P。,p) i=l, 2, …, l 
となる。したがって，ともに 0次同次関数である。一方，利澗関数は
冗(tp。,tp)=tP。X。＊ー DP缶 *(tp。,tp) 
=tPoX。*(Po,p)-tエP出 *(Po,P) C巧＊の 0次同次性より）
＝な(Po,P) 
したがって利潤関数は1次同次関数である。オイラーの定理を適用すると
特に
}:P; 些こ
i=O ap; ゜
:EP; 
釦。＊釦。＊
-=-Po—~o 
iデ o api ap。
釦ぅ 8功＊')"'p p ・~
f-:t; 1aP; ＝ , ap; 20 
un 
U21 
紐。* a功* . 
となる。だから- —のうちのあるものが，．必ず非正になっていなければならず，ー一(z, ap; ap; 
j=O, 1. …， l)のうちのあるものが，非負であるのが分る。したがって⑧式のヘッシャン
の要素のうち，非対角要素で各行に，必ず， 少なくとも 1つは非正のものがあるのが分
る。しかしながら，一般的条件の下では，価格の変動が，産出物の供給と投入物の需要に
与える影響は，これ以上みきわめる事はできない。
2. 費用最小化と双対性
次に，ある一定水準の産出量を得るのに必要な費用を最小化する問題を考える。投入物
価格ベクトル P と生産関数fと産出量水準ぇ。が与えられた場合， 生産費を最小にす
46 
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るには，どのように各投入量を選ぶかである。すなわち
I 
min~p江i
i=l 
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s.t. f(x):C: ぇ。
??
.,~ 
の解として与えられる問題である。利潤最大化が達成できれば，当然の事，費用の最小化
は達成できている筈である。ここで費用最小問題を改めて取り上げるのは企業の生産費構
造が，価格の変化に応じて，どのように変化するかを確める為である。さて⑬式を非線形
計画法によって解くために，最大化問題に変換する。
（ 
I 
max-;互厄）
s.t. f(x)一ぇ。20
そのラグランジュアン Lは
I 
L=ー :EP四 +.l〔f(x)一えo〕
i=l 
?? ?
`~• 
U5l 
で示される。この場合 f(x)-えo=Oとなるのが分っているので， 最適解は次の条件を満
足していなければならないのが，クーン＝タッカーの条件から明らかである。
J..*f;(x*)=P;(i=l, 2, …, l) 
J..*>O 
x*ER1サであって f(x*)=ぇ。
PER1サであったから
.l*= 
P; 
f;1(X*) >o 
U6l 
聞
(18) 
(19) 
である。ここで x;*はU5l~(18lを解いて得られる第 i番目の投入物に対する企業の需要関
数である。
補助定理3(Shephardの補助定理）
ヽ
C(p, えo)= :EP;x-;(p) 
i=l 
とすれば，
ac 
ap; =x;(p, えo),i= 1, 2, …， l 
となる。 ?
? ?
134 
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(15)式をかに関して微分する。
aL 
ap; -=一巧(P,えo)
これはパラメーターに関して L関数を微分したものであるから，
る。したがって
ac aL 
--=-=一功(P,ぇ。）ap; ap; 
両辺に一 1を掛ければ
ac 
ap; -=功(p,ぇo)
包絡線定理を適用しう
(20) 
?????
定理2
費用関数は産出量れが固定されている場合， pc:JR,十＋に関して凹関数である。
〔証明〕
p=,lpl+(l —入）p2, 入E(0, 1) (2) 
とおく。 P に対応する投入ベクトルをエとする。
I I I 
C〔入が+(1-,l)p勺=I:功〔,lP;1+(1-,l)p瓦]=,lI:P;1功+(1-,l)I:N功
i=l 1=1 i=l 
ところが C(pl)は投入物価格ベクトルが 9 のとき，
がって
I 
:EP心;2:C(pl)
-ヽ1
またがの場合も同様に
I 
:EP;2x;2:C(pり
i-1 
最小の生産費を示している。した
となる。だから
C(,lp汗 (1-,l)が〕z,lC(pり十(1-,l)C(pり
したがって， Cは P に関して凹関数である。
?
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費用最小化問題が解かれていれば
網＝色
fi(x) P/ i, j=l, 2, ・・, l 
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(23) 
が成立している。ここで全ての価格が t>o倍になったとしよう。その場合でも(23)式には
全く変化は見当らない。すなわち，投入物需要関数 X;(P,え0)は Pの変化に関してゼロ
次同次関数である。
また費用関数 C(tp,えo)は次のようにして 1次同次であるのが証明しうる。
n 
C(tp, 炉）=I;tp和 (tp,え0)
i=l 
” =tI:P;功(p.炉）
i-1 
=tC(p, え0)
さて Shephardの補助定理により，
ac 
BP; 
＝功(p,えo)
(24) 
(25) 
となるから
ax; 舒C
apj ap戸' i=l, 2, . , J 
となる。そこで，この企業のスルッキー行列を作れば
Xipl~
闊．．?
? ? ?
．．．?．?
功か~功言
??
?
．
Xipl~
功
Pl
a-a aa ??
＝??
舒c a2c'a℃ . 
BP? BP1BP2 BP1BP1 
a2c がC 舒C． 
ap,ap1 ap,ap2 BN 
(26) 
となる。
定理3
企業のスルッキー行列 Sは対称であり半負値定符号である。
〔証明〕
ヤングの定理により
舒c a2c 
＝ 勅直Pj ap沿P;
49 
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であるから Sは対称行列となる。
また Cは凹関数であった。したがって，そのヘッシャンは半負値定符号である。 D 
この事から
a功
ap; ~o. i=l, 2, ・・, l (27) 
となるから，投入物価格の上昇は，その需要量を減少するのを意味している。一方，オイ
ラーの定理から
iP芦 =O,i=l, 2, ・・, l 
j=l 8P; 
となる。したがって
工I!,紐i a功=―-
沖, 8P; 
p 、ap;LO 
すなわち，他の投入物価格の上昇を総合すれば，巧に対する需要を増加させるとのナイ
ーブな結論を得る。ただし個々の投入量については， これだけの条件からは特定できな
い。
さて，生産関数 f(x) ーぇ。~o を制約条件として生産費最小化問題を解けば， 費用関数
C(p, えo)をうる。この費用関数をかで偏微分すれば， Shephardの補助定理により投
入物需要関数 x;(p,えo)を得た。 この需要量にそれぞれの価格を乗じて， 合計すれば，
もとの費用関数を得るのは明らかである。
更に f(x)-えo~O の下で利潤 Poぇ。-C(p, が）を最大にする問題を解く。ただしえ。を
パラメーターとする。そうすると包絡線定理により，利潤最大化問題の解として産出物供
給関数と投入物需要関数を得るであろう。また一方，上に述べたように，同じ関数は利潤
関数に Hotellingの補助定理を適用して得るのである。また，これら供給量・需要量に，
それぞれの価格を乗ずれば，もとの利澗関数を得るのである。
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